Program 25 Zadania dodatkowe

Rownania rézniczkowe pierwszego rzedu

1 W farbiarni tekstylnej miesza si¢ wode i proszek barwiagcy w duzych kadziach,
przygotowujac roztwor do barwienia komercyjnych ilosci welny. Przy mieszaniu
czerwonego barwnika, aby uzyska¢ wymagang intensywnos$¢ barwy, do kadzi za-
wierajacej 100 litréw zimnej wody przez pomylke wsypano 150 graméw proszku
barwigcego zamiast 100 graméw. Aby naprawi¢ ten blad, otwarto kran, ktérym
zbyt skoncentrowany barwnik jest wylewany z szybkoscig 4 litréw na minute. Jed-
noczes$nie do kadzi wlano 4 litry swiezej wody, caly czas mieszajac ptyn w celu
utrzymania jednorodnej mieszaniny barwnikéw. Ile czasu zajmie doprowadzenie
barwnika do odpowiedniego poziomu intensywnosci?

Wskazéwka:
Jesli x reprezentuje podang w gramach ilos¢ rozpuszczonego proszku barwigcego
w kadzi w dowolnym momencie, to utrata barwnika Ax w czasie At bedzie w przy-

blizeniu rowna 4—Atx
1007

Odpowiedz Rozwiazanie

2 Prawo chlodzenia Newtona mdwi, Ze temperatura goragcego ciata spada proporcjo-
nalnie do réznicy jego temperatury i temperatury otoczenia. To znaczy:

ar _
dt

gdzie T jest temperaturg ciala, T, temperaturg jego otoczenia, a k jest stalg dodatnia.

—k(T - To),

(a) Jesli temperatura ciala jest wyzsza niz jego otoczenia, to tempo zmian tempe-
ratury ciala jest ujemne. Czemu?

(b) Jesli temperatura ciala jest nizsza niz jego otoczenia, to tempo zmian tempe-
ratury ciala jest dodatnie. Czemu?

(c) Wykaz, ze rozwigzania rownania rozniczkowego opisujacego prawo chlodze-
nia Newtona majg postac:
T=0e™+T,

(d) Temperatura ciata wynosi 200°C, a temperatura jego otoczenia utrzymywa-
na jest na poziomie 100°C. Temperatura ciala spada do 150°C w ciaggu mi-
nuty. Jak dlugo potrwa spadek temperatury do 125°C?

Odpowiedz Rozwiazanie
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Populacja bakterii ro$nie w tempie proporcjonalnym do ilosci obecnych bakterii.
(a) Wykaz, Ze mozna to wyrazi¢ w postaci rownania rézniczkowego
dn(t)
dt

gdzie n(t) reprezentuje liczbe bakterii (przyjeto, ze jest ona ciagla dla tego
modelu), a k jest stalg dodatnig.

= kn(t),

(b) Jesli liczba bakterii potroi sie¢ w ciaggu dwdch godzin, jak dlugo potrwa dzie-
sieciokrotny wzrost?

Odpowiedz Rozwiazanie

Izotop promieniotwoérczy na skutek promieniowania traci dziesie¢ procent swojej
masy w ciggu jednego roku. Jaki jest jego okres péttrwania?

Odpowiedz Rozwigzanie

Radioaktywny izotop ma okres péttrwania 300 dni. Jak dlugo potrwa utrata 10%
masy izotopu?

Odpowiedz Rozwiazanie

Wieza chlodnicza ma minimalng powierzchnie catkowita i dwa okregi o réznych
promieniach na kazdym koncu. Przekréj powierzchni spetnia warunek

FOf ()~ (F(x)*= 1.
Wykaz, ze

f(x)= %cosh(kx), gdzie k jest stala.

Wskazéwka: Podstaw u(x) = f'(x) i wykaz, ze f (x) = ug—?.

Rozwiazanie

Jesli kamien zostanie rzucony w gore z klifu o wysokosci 100 m nad plaza z pred-
koscig poczatkowg 20 metréw na sekunde, gdzie § = 9,8 metréw na sekunde?,
znajdz (przy zalozeniu braku oporu powietrza):

(a) jak wysoko wzniesie si¢ kamien,

(b) ile czasu zajmie dotarcie kamienia na plaze,

(c) predkos¢ kamienia w momencie uderzenia w piasek.

Odpowiedz Rozwiazanie
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Pocisk zostal wystrzelony z powierzchni ziemi pionowo w gére z predkoscig poczat-
kowg v. Zakladajac, ze nie ma opordéw powietrza, wykaz, ze predkos¢ koncowa
spelnia réwnanie rézniczkowe:

RZ
y dv f'd

ar 2’
gdzie R jest promieniem Ziemi, a r to odleglo$¢ pocisku od srodka Ziemi.
Nastepnie wykaz, ze

V::I:\/VQZ—ZRTg(T—R).

Rozwigzanie

Tempo wzrostu danej kultury mikroorganizmdéw wyraza réwnanie

dm .
a 6 + 3 sin 2xt,
gdzie m to masa w gramach po t dniach. Jesli masa w czasie t = 0 wynosi 30 gra-

mow, znajdz mase mikroorganizméw po 8 dniach.

Odpowiedz Rozwiazanie

Odpowiedzi
1 10,14 minut

Pytanie Rozwiazanie
2 (d) 2 minuty

Pytanie Rozwigzanie
3 (b) 4,2 godziny z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku

Pytanie Rozwiazanie
4 6,58 lat z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku

Pytanie Rozwigzanie
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45,63 dni z dokladnoscig do dwdch miejsc po przecinku

Pytanie Rozwiazanie
7 (@) 20,41 metrow nad klifem
(b) 7 sekund
(c) 48,6 metra na sekunde w dot
Pytanie Rozwiazanie
(¢] 78 gramow
Pytanie Rozwigzanie
Rozwiazania
1 Jesli x reprezentuje ilo$¢ (g) rozpuszczonego proszku barwigcego w kadzi w dowol-

nym czasie f (min), to utrata barwnika w czasie At bedzie wynosi¢ Ax, gdzie

4At r s L : :
Ax =~ — ——=X. Jest to warto$¢ ujemna, poniewaz ilo$¢ barwnika maleje.

100
Oznacza to, ze
Ax 4
—_ —X,
At 100
co prowadzi do rdwnania rézniczkowego
dx 4
—_— = ———X,
dt 100
a rozdzielajgc zmienne, otrzymujemy
dx 4
7 — m dt.

Nastepnie, calkujgc obie strony tego rownania, mamy

dx 4 4
J?Z—Jﬁ dt:‘ﬁjdf’

co daje rozwigzanie

4
Inx = —mtnLC_ —0,04t + C,

gdzie C jest dowolng stalg calkowania. Odwracajac logarytm, mamy

y = g 0.04t+C _ ,=0,041,C _ 004t
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Poniewaz C jest dowolng stalg, mozemy zastgpi¢ e® inng dowolng stalg k, co upro-
sci dalsze obliczenia.

Zatem x = ke %%, Pozostaje teraz znalez¢ wartos¢ k, korzystajac z warunkow
podanych w treéci zadania. Wiemy, ze w czasie t = 0, x = 150, wigc podstawiajac,
otrzymujemy
150 = ke %90 = k, zatem rozwigzaniem ogélnym jest x = 150e %04,

Planowana ilo$¢ proszku barwigcego wynosila 100 g, a naszym zadaniem jest
znalezienie czasu danego w minutach, potrzebnego na zmniejszenie aktualnej in-
tensywnosci barwy do zamierzonej. Aby to zrobi¢, podstawiamy te wartos$¢ za x
w rozwigzaniu ogélnym i otrzymujemy

100 _ 004t

100 = 1507994 czyli —— =
e czyli 150 e

Nastepnie logarytmujac obie strony, mamy

In (100) = —0,04t,

150
a wiec
t=— 1 In (@> = 10,14 minut z dokladnoscig do dwoch miejsc po prze-
0,04 150
cinku.

Pytanie Odpowiedz

(a) Tempo zmian temperatury jest ujemne, poniewaz ciato chlodzi si¢, wigc jego
temperatura spada.

(b) Tempo zmian temperatury jest dodatnie, poniewaz cialo nagrzewa sig, wiec
jego temperatura rosnie.

dr
(c) Réwnanie rézniczkowe @ —k(T — T.)moznarozwigza¢, rozdzielajac zmien-
ne i catkujac obie strony otrzymanego réwnania.
Czyli

dT o odr
m = —kdt, a calkowanie daje Jm — _k J dt.

Po wykonaniu calkowania po lewej stronie otrzymujemy:

J—(Td—TT ;= J% =Inu+Cy =In(T - T,) + Cy, gdzie C1 jest dowolng staty

i podstawiajacu = T — T, mamy du = dT (zakladajac, ze temperatura otocze-
nia T, jest stala).
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Po wykonaniu calkowania po prawej stronie otrzymujemy:
—k J dt = —kt + C», gdzie C; jest dowolng stala.

Przyréwnanie lewej strony do prawej daje:
In(T —T,))+ Cy = —kt + Cy, zatem In(T — T,) = —kt + C,
gdzie C = C; — Cy. Odwracajac logarytm, mamy
T—T,=e ¢ = e M skad T = ae ¥ + T, gdzie o = €.
(d) Teraz potrzebujemy znalez¢ warto$ci « oraz k na podstawie informacji danych
w tresci zadania. Wiemy, ze jeslit = 0,to T = 200i T, = 100.
Podstawiajac te dane do rozwigzania ogdélnego, mamy
200 = ae %9 +100, tak wiec o = 100, a zatem T = 100e ¥ + 100.

Takze wiemy, ze jeslit = 1,to T = 1501 T, = 100. Stad mamy

150 = 100e %! 4 100, tak wigc 100e % = 50, co daje e ¥ = % =0,5.

Nastepnie logarytmujac obie strony, otrzymujemy
—k =1n(0,5) = —0,693 z dokladnoscig do trzech miejsc po przecinku.
Ostatecznym rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest zatem
T = 100e %% + 100,

Wreszcie, aby znalez¢ czas potrzebny na spadek temperatury ciala do 125°C,
podstawiamy dang temperature ciala do otrzymanego wzoru, co daje

125 = 100e” %53 1+ 100, czyli e~ %% = 0,25.

Logarytmujac obie strony, otrzymujemy

—1,386
—0,693

-0,693t =1In0,25 = —1,386, a zatem t = = 2 minuty.

Pytanie Odpowiedz

(a) Niech n(t) reprezentuje liczbe bakterii obecnych w czasie t godzin. Wzrost bak-
terii mozna mierzy¢ tempem zmian bakterii, to znaczy tempem, w jakim zmie-
nia si¢ n(t) wzgledem czasu t.

Wyraza to zalezno$c¢
dn(t)

dt
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Wiemy, ze powyzsza zaleznos¢ jest proporcjonalna do ilosci obecnych bakterii,

czyli
dn(t) .
a n(t). Tak wiec
dn(t
rc11<t ) _ kn(t), gdzie k jest stalg proporcjonalnosci.

(b) To réwnanie rézniczkowe mozna rozwigza¢, rozdzielajac zmienne, a nastepnie
catkujac. To znaczy:

dn(t) _ _
() = kdt, zatemJW = Jkdt = det.

Konsekwentnie mamy In n(t) = kt +C, gdzie C jest dowolna stalg catkowania.

dn(t)

Odwroécenie logarytmu daje
n(t) = ¢ = Ae", gdzie A = ©.

Przy t = O mamy

n(0) = Ae® = A.
Skoro populacja bakterii potroita si¢ po dwoch godzinach, to dla ¢ = 2 otrzy-
mamy

n(2) = Ae** = 34,
skad €% = 3, dajac 2k =In3 = 1,0986, skad k = 0,5493 z dokladnoscig do
czterech miejsc po przecinku.
Podstawienie otrzymanej wartosci k do naszego wzoru daje

n(t) = n(0)e*5493
Czas potrzebny na zwickszenie poczatkowej liczby bakterii dziesigciokrotnie
mozna znalez¢, logarytmujac

10n(0) = n(0)¢**** Zatem 0,5493t = In 10,
skad t = 4,2 godziny z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku.

Pytanie Odpowiedz

Jesli x(t) reprezentuje ilos¢ radioaktywnego izotopu obecnego w czasie t (lat), to
fakt, ze ilo§¢ wypromieniowana jest proporcjonalna do ilosci dostepnej do wypro-
mieniowania, mozna przedstawi¢ wzorem

X' (t) o< x(t). Zatem X'(t) = —kx(t),
gdzie k > O jest stalg proporcjonalnosci.

Prawa strona réwnania jest ujemna, poniewaz tempo zmian zmniejsza si¢ wraz ze
spadkiem ilosci dostepnej do wypromieniowania.

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.
Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl

7



Rozdzielajac zmienne, otrzymujemy
gy - X dx(t) _
X(t) =—q; = ~kx(t), a zatem FON —kdt.
W wyniku calkowania mamy

J(ix((tt)) _ J(_kdt) = —det, czyli

Inx(t) = —kt 4 C, zatem x(t) = e ¢ = Ae™™, gdzie A = ¢“.
Teraz, w chwilit = 0, x(0) = Ae % = A, wiec rozwigzanie rownania rézniczkowego
mozemy zapisac jako

x(t) = x(0)e X,

Wiemy, ze po t = 1rok, x(1) = 0,9x(0) (dziesie¢ procent wypromieniowalo), za-
tem

x(1) = 0,9x(0) = x(0)e
skad e %k =0,9, cooznacza, ze —k = 1n 0,9 = —0,1054 z dokladnoscig do czterech
miejsc po przecinku. Tak wiec

k = 0,1054, zatem x(f) = x(0)e %1054,

Okres poltrwania to czas potrzebny do wypromieniowania polowy poczatkowej

ilodci. To znaczy, jesli okres pdttrwania to 7, wowczas
x(0
(2 ) — X(O)€70'1054T, zatem e—0,10547' — 0’5
Logarytmujac obie strony tego réwnania, otrzymamy

—0,10547 =1In 0,5 = —0,6931 z doktadnoscig do czterech miejsc po przecinku.

Tak wiec
—-0,6931 - . . .
T="51054" 6,58 lat (z dokladnoscig do dwoch miejsc po przecinku).

Pytanie Odpowiedz

Jesli x(t) reprezentuje ilo$¢ radioaktywnego izotopu obecnego w czasie t (dni), to
fakt, ze ilo§¢ wypromieniowana jest proporcjonalna do iloéci dostepnej do wypro-
mieniowania, mozna przedstawic’ wzorem

x'(t) o< x(t). Zatem X'(t) = —kx(t),
gdzie k > O jest stalg proporcjonalnosci.

Prawa strona rownania jest ujemna, poniewaz tempo zmian zmniejsza si¢ wraz ze
spadkiem ilosci dostepnej do wypromieniowania.
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Rozdzielajac zmienne, otrzymujemy
gy - X dx(t) _
x'(t) = a - kx(t), a zatem 0 —kdt.
W wyniku calkowania mamy

-]

czyli
Inx(t) = —kt + C,
zatem
x(t) = e K€ = Ae7™ gdzie A = €.
Teraz, w chwilit = 0, x(0) = Ae % = A, wiec rozwigzanie réwnania rézniczkowego
mozemy zapisac jako
x(t) = x(0)e ¥,
Wiemy, ze okres péttrwania wynosi 300 dni, zatem

X—(ZO) = x(0)e 3% wiec e39% = 0,5,
Logarytmujac obie strony tego réwnania, otrzymamy
—300k = In 0,5 = —0,6931 z dokladnoscig do czterech miejsc po przecinku.

Tak wiec

L _ ~0,6931
~ 2300

Po podstawieniu wartosci k do rozwigzania réwnania rézniczkowego, otrzymamy

X(t) — X(o)e70,00231t-

= 0,00231 (z dokladnoscig do pieciu miejsc po przecinku).

Aby dowiedzie¢ sie, w jakim czasie izotop utraci 10% swojej masy, postepujemy
nastepujaco:
Po czasie t dni stwierdzamy, ze x(t) = 0,9x(0) (dziesi¢¢ procent wypromienio-
walo). Zatem

X(t) = 0,9x(0) = x(0)e” >0 wiec e 000231t — g 9,
Logarytmujac obie strony réwnania, otrzymamy

—0,00231t =In 0,9 = —0,1054 z doktadnoscig do czterech miejsc po prze-
cinku.

Zatem

-0,1054

= 0,00231 45,63 dni z dokladnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

Pytanie Odpowiedz
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Cdu df  du

: _ £/ : / 1 . e
Niech u(x) = f'(x), tak wiec v/ (x) = f"(x) = T udf'
Podstawiajac do pierwotnego réwnania rézniczkowego, otrzymujemy
ug—;l f— uw? =1, czyli 3—1; _u_ f ~1y~1 ktére jest rGwnaniem Bernoulliego.
Aby rozwigzaé to réwnanie, wstawiamy kolejng funkcje niewiadoma
z = U, zatem % = 2u %
Podstawienie daje (po podzieleniu réwnania Bernoulliego przez u=!)
du >
Uu———=f
ar 7!
Zatem
1dz z ., .. dz 2z 1
S fleyli ———=2f"".
2af Fol T ar f

To rownanie mozna rozwigza¢ za pomocg czynnika catkujgcego
e C2NAf _ p2inf _ f~2, tak wiec:
1 1
2= |2 ey

Ao
=Cf*-1

— k*f? — 1, gdzie C = k* dla wygody zapisu.

Zatem z = u? = k*f? — 1, tak wiecu = % = K’f* - 1.

Rozdzielanie zmiennych i calkowanie daje catke

JdX = Jdif z rozwigzaniem kx = cosh™ ' kf
VK32 -1 B '
Stad kf = cosh(kx), zatem
f(x)= %cosh(kx).

Pytanie

2
(@) y(t) :%+At + B. Jesli y(0) = 100 i %(0) = 20, to:
2
¥(0) = —‘%+AO+B:B: 100
dy(t) _ oAy .
= —gt + A, WIQCE«)) =—-30+A=A4=20
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Zatem:

9,8t2 .
y(t) = — + 20t +100 i % = -9,8t+20

2
dy(t)
dt

Kamien osigga maksymalng wysokos¢, jesli = 0, czyli gdy

—9,8t +20 =0, skadt = % =2,04s.

9,8(2,04)*

W tym czasie y(2,04) = — 5

20,41 metrow nad klifem.

+20(2,04) + 100 = 120,41 m, czyli

(b) Kamien upadnie na plaze, gdy y(t) = 0, czyli gdy

2
y(t) = — 9’2t +20t + 100 = 0,

Aby znalez¢ ten czas, musimy rozwigza¢ rownanie kwadratowe

9817
2
Rozwigzaniem jest wtedy

+ 20t + 100 = 0, czyli 4,92 — 20t — 100 = 0.

—(—20) + \/(—20)2 —4-4,9-(—100)

= 2-4,9
To réwnanie ma wiec dwa rozwigzania t = 7,00 lub t = — 2,92. Rozwigzanie
ujemne z oczywistych wzgledow odrzucamy. Wigec kamien spada na ziemie po
uptywie 7 sekund.

(c) Predkos¢ po 7 sekundach wynosi

dy
dt

Czyli 48, 6 metra na sekunde¢ w dot - w ujemnym kierunku.

(7) =-9,8 - 7+ 20 = —48,6 metra na sekunde.

Pytanie Odpowiedz

Sita F dzialajgca na pocisk wynika z grawitacji, ktéra nadaje pociskowi przy-

dv
spieszenie a Sila ta jest proporcjonalna do masy i przyspieszenia, zatem

dv

F - k )

"t

gdzie k to stala proporcjonalnosci, a m1 jest masg pocisku.
Zakladajac, ze pocisk porusza si¢ wzdluz linii prostej, gdzie r to przebyta odlegtosc,
mamy

dv_dv dr_ dv

dt dr dt  dr
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M
Teraz korzystajac ze wzoru Newtona na sile grawitacji, mamy F = —Gr—gn, gdzie

M to masa Ziemi, G to stala grawitacji, a r to odleglo$¢ od $rodka Ziemi. Sila jest
ujemna, poniewaz dziala w kierunku przeciwnym do predkosci. Zatem

dv dv Mm
F= kma = kmvE = —Gr—z,
a wiec
dv M /k K :
v =G =% gdzie K = GM /k (stala).

Jeslit = 0O, to r = R (promien Ziemi), a przyspieszenie wynosi —¢ (przyspieszenie
ziemskie). Zatem

K 2 . dv R?
$="@ skad K = R“g, tak wiec vy T 8
Rozdzielajac zmienne i calkujac, otrzymujemy
2
vdy = —glj—z dr i Jvdv — —gR? J%
Czyli
v R’r 1 +C
2 =% !

12 - Vo
ajeslir =R, tov =y, dajqcio =gR°R 4+ C,stad C :T—gR.
Zatem

2 2
LAY N
5 = SR + 2 gR,

dajac v = vy? + 2gR?*r~! — 2gR i dlatego

R _
V2 :v02+2gR(?— 1>lubv: + \/VOZ—ZgR<r rR)'

Pytanie

Wiemy, ze (31—7;1 = 6 + 3sin 27t oraz ze w czasie t = 0 masa wynosi 30 gramow.

Calkujac powyzsze réwnanie, otrzymamy

cos 2rt
2
cos2nt

+ G,

J(il—r:dt: Jdm: m= J(6+351n27rt)dt: 6t —3

gdzie C to stala calkowania. Teraz do m = 6t — 3

+ C podstawiamy t = 0
s
oraz m = 30, co daje
3

30= -5 +C.

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.
Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl
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Zatem C = 30 + Zi’ a koncowy wzér na mase to
T

3 cos2nt 3
Po 8 dniach
3coslém 3 3 3
=6-8—- —— - = _ 2 e SW.
m o +30+27T 48 o +30+27T 78 gramow.

Pytanie Odpowiedz

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.
Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl
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